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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ
Êóðñ ¾Ïðè÷èííàß òåðìîäèíàìèêà è ñòàòèñòèêà¿ âêëþ÷åí â ïðî-
ãðàììó îáó÷åíèß ñòóäåíòîâ âòîðîãî ãîäà ìàãèñòðàòóðû Èíñòèòóòà
ôèçèêè ÊÔÓ è ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû ê îáùåîáðàçîâà-
òåëüíîìó êóðñó ¾Ñòàòèñòè÷åñêàß ôèçèêà è òåðìîäèíàìèêà¿.
Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèß ê êóðñó ¾Ïðè÷èííàß òåðìîäèíàìèêà è
ñòàòèñòèêà¿ ðàçäåëåíû íà òðè ÷àñòè. Â òðåòüåé ÷àñòè, êîòîðàß ïðåä-
ëàãàåòñß âíèìàíèþ ïîëüçîâàòåëåé, ðå÷ü èäåò î ðàñ÷åòå ìàêðîñêî-
ïè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß ïîëíîñòüþ âûðîæäåí-
íûõ ðåëßòèâèñòñêèõ ôåðìèîííûõ ñèñòåì, à òàêæå îáñóæäàåòñß âî-
ïðîñ î òîì, êàê ýòè òåíçîðíûå âåëè÷èíû èñïîëüçóþòñß â àñòðîôè-
çèêå. Ïîêàçàíî, êàê ñòðîèòñß ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîñòîßíèß
ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîãî ãàçà ôåðìèîíîâ, è äåòàëüíî èññëåäîâàíû
ïðåäåëüíûå ñëó÷àè: íåðåëßòèâèñòñêèé è óëüòðàðåëßòèâèñòñêèé, êî-
òîðûå ìîãóò áûòü îïèñàíû ßâíî íà ßçûêå ïîëèòðîïíûõ óðàâíåíèé
ñîñòîßíèß. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèëîæåíèß âûïîëíåííûõ ðàñ÷åòîâ
ê òåîðèè ñòðîåíèß áåëûõ êàðëèêîâ.
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1 Ââåäåíèå
Ïðè ÷òåíèè çàãîëîâêà ðàáîòû ó ïîëüçîâàòåëß ìîæåò âîçíèêíóòü âî-
ïðîñ: êàêîå îòíîøåíèå ñòàòè÷åñêèå ïî ñâîåé ñóòè êîíôèãóðàöèè ïîë-
íîñòüþ âûðîæäåííûõ ôåðìèîíîâ ñ íóëåâîé òåìïåðàòóðîé èìåþò ê
Ïðè÷èíîé òåðìîäèíàìèêå è ñòàòèñòèêå? Äåéñòâèòåëüíî, àëüòåðíà-
òèâíîå íàçâàíèå Ïðè÷èííîé òåðìîäèíàìèêè ñâßçàíî ñ òåðìèíîì Ïå-
ðåõîäíàß (Transitive) è ñàìî ñîáîé ïðåäïîëàãàåò èíòåðåñ ê îïèñàíèþ
íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ [1,2]. Òåðìèí ïîëíîñòüþ âûðîæäåííûé
ôåðìèîííûé ãàç îòíîñèòñß ê îáúåêòó ñ íóëåâîé òåìïåðàòóðîé, è åñëè
òåìïåðàòóðà ïîñòîßííà è ðàâíà íóëþ, òî êàæåòñß, ÷òî â ýòîé ñèñòå-
ìå íå îñòàåòñß ìåñòà äëß ýâîëþöèîííûõ ïðîöåññîâ. Îäíàêî, èìååòñß
ïðèìåð ñòàöèîíàðíîé àñòðîôèçè÷åñêîé ìîäåëè, â êîòîðîé íàðóøà-
åòñß Ýéíøòåéíîâñêèé ïîñòóëàò î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîé ñêîðî-
ñòè ðàñïðîñòðàíåíèß èíôîðìàöèè. Ýòîò ïðèìåð ñâßçàí ñ ðàñïðåäå-
ëåíèåì ñêîðîñòåé äâèæåíèß çâåçä â ðóêàâàõ ñïèðàëüíûõ ãàëàêòèê.
Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ìîäåëèðîâàòü âðàùåíèå ïëîñêîé çâåçäíîé ñèñòå-
ìû ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî òâåðäîòåëüíîãî çàêîíà, ïðè êîòîðîì
òàíãåíöèàëüíàß ñêîðîñòü v ïðîïîðöèîíàëüíà ρ - ðàññòîßíèþ äî öåí-
òðà ãàëàêòèêè ( ò.å., v = ωρ, ãäå ω = const), òî âîçíèêàåò êëàññè÷å-
ñêàß ïðîáëåìà ñâåòîâîãî öèëèíäðà. Äåëî â òîì, ÷òî íà ðàññòîßíèè
ρ > cω ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèß çâåçä áûëà áû áîëüøå ñêîðîñòè ñâåòà,
òàê ÷òî ìîäåëü òâåðäîòåëüíîãî âðàùåíèß îêàçûâàåòñß íåñïðàâåäëè-
âîé. Îäíà èç ïîïûòîê ñîçäàòü ìîäåëü, â êîòîðîé ïðèíöèï ïðè÷èí-
íîñòè íå áûë áû íàðóøåí, îñíîâàíà íà ââåäåíèè â êîíñòèòóöèîííûå
óðàâíåíèß ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå
îò äàâëåíèß è/èëè ïëîòíîñòè ýíåðãèè, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ïðîèç-
âîäíûå ïî âðåìåíè îò äàâëåíèß èëè ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïîßâëßëèñü
â êëàñè÷åñêîé Ïðè÷èííîé òåðìîäèíàìèêå è ñòàòèñòèêå. Â ëåêöè-
îííîì êóðñå ìû çàòðîíóëè ýòó ïðîáëåìó è ñôîðìóëèðîâàëè å¼ íà
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ìàòåìàòè÷åñêîì ßçûêå. Â äàííûõ ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèßõ ìû ïî-
ãîâîðèì î êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòàõ, êîòîðûå ïîìîãàþò èëëþñòðèðîâàòü
è âèçóàëèçèðîâàòü ñòàöèîíàðíóþ âåðñèþ ðàñøèðåííîé Ïðè÷èííîé
òåðìîäèíàìèêè è ñòàòèñòèêè, çàòðîíóòîé â îäíîé èç ëåêöèé êóðñà.
2 Ìèêðîñêîïè÷åñêèå è ìàêðîñêîïè÷åñêèå õàðàê-
òåðèñòèêè âûðîæäåííîé ôåðìèîííîé ñèñòåìû
2.1 Ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß
Ðàâíîâåñíàß âîñüìèìåðíàß ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß ÷àñòèö, ïîä÷è-
íßþùèõñß ñòàòèñòèêå Ôåðìè-Äèðàêà
f(xs, P j) = βh−3
[
exp
(−µ+ cViP i
kBT
)
+ 1
]−1
· δ(
√
PkP k −mc) , (1)
ñîäåðæèò îäíó ñòîõàñòè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ: ÷åòûðå-âåêòîð èìïóëü-
ñà P i, òðè ôóíêöèè: ÷åòûðå-âåêòîð ñêîðîñòè ìàêðîñêîïè÷åñêîãî äâè-
æåíèß ñèñòåìû â öåëîì Vi(xs) (äàëåå äëß êðàòêîñòè ïðîñòî Vi(x)),
õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ(x), òåìïåðàòóðó T (x), äâà ïîñòîßííûõ ïà-
ðàìåòðà: èíäåêñ âûðîæäåíèß β è ìàññó Ôåðìè-÷àñòèöû m, à òàêæå
òðè ôóíäàìåíòàëüíûå êîíñòàíòû: ïîñòîßííóþ Ïëàíêà h, ñêîðîñòü
ñâåòà â âàêóóìå c è ïîñòîßííóþ Áîëüöìàíà kB. Äåëüòà-ôóíêöèß â
äàííîé ôîðìóëå îáåñïå÷èâàåò íîðìèðîâêó ÷åòûðå-âåêòîðà èìïóëü-
ñà. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé ãàç Ôåðìè-÷àñòèö ïîêîèòñß, V i =
δi0
1√
g00
. Â äàëüíåéøåì ìû èìååì äåëî ñ ÷àñòèöàìè, ñïèí êîòîðûõ ðà-
âåí s = 12 , ïîýòîìó ôàêòîð âûðîæäåíèß β = 2s + 1 ïðåâðàùàåòñß â
äâîéêó. Òåðìèí ïîëíîñòüþ âûðîæäåííûé Ôåðìè-ãàç ñîîòâåòñòâóåò
ñèòóàöèè ñ íóëåâîé òåìïåðàòóðîé, ò.å., T = 0. Êàê èçâåñòíî, ïðè
T → 0 ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß (1) ñâîäèòñß ê ôóíêöèè
f(x, P ) = 2h−3 Θ(µ− cP0) δ(
√
PkP k −mc) . (2)
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Çäåñü Θ(µ−cP0) - ýòî ôóíêöèß Õåâèñàéäà, êîòîðàß ðàâíà íóëþ, åñëè
å¼ àðãóìåíò îòðèöàòåëåí (cP0 > µ), ðàâíà åäèíèöå, åñëè àðãóìåíò
ïîëîæèòåëåí (cP0 < µ). Çíà÷åíèå ôóíêöèè Õåâèñàéäà ïðè cP0 = µ
ïðèíèìàåòñß îáû÷íî ðàâíûì 12 .
2.2 Ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö, ïëîòíîñòü ýíåðãèè, äàâëåíèå
è ýíòàëüïèß ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîãî ãàçà ôåðìèî-
íîâ
Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ìîìåíòû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß (1) íàõîäßòñß
ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèß ïî èíâàðèàíòíîé ìåðå
dM≡ f(x, P ) θ(ViP i) dP , dP ≡ d4P
√−g (3)
â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå. Ôóíêöèß Õåâèñàéäà θ(ViP i) âûðåçàåò
â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå îáëàñòü ñ ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèßìè
ýíåðãèè ÷àñòèö. Íàñ èíòåðåñóþò ìîìåíò ïåðâîãî ïîðßäêà
N i =
1
mc
∫
dP P i f(x, P ) , (4)
îïèñûâàþùèé 4-âåêòîð ïîòîêà ÷èñëà ÷àñòèö, è ìîìåíò âòîðîãî ïî-
ðßäêà
T ik =
1
m
∫
dP P iP k f(x, P ) , (5)
ïðåäñòàâëßþùèé ñîáîé òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà ñèñòåìû ôåðìè-
îíîâ. Ïðè íàõîæäåíèè ìîìåíòîâ íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî èíòåãðè-
ðîâàíèå ïî dP 0 ñíèìàåòñß ñ ïîìîùüþ íîðìèðîâî÷íîé äåëüòà - ôóíê-
öèè ñ ó÷åòîì ïðàâèëà èíòåãðèðîâàíèß∫ ∞
−∞
dξ Ψ(ξ) δ[Φ(ξ)] =
n∑
a=1
Ψ(ξa)
|Φ′(ξa)| , (6)
ãäå ξa - ýòî êîðíè ôóíêöèè Φ(ξ), ò.å., ðåøåíèß óðàâíåíèß Φ(ξa) = 0.
Â íàøåì ñëó÷àå èìååòñß äâà ðåøåíèß óðàâíåíèß PkP k = m2c2:
P 0 = ± 1√
g00
√
m2c2 − PαP α , (7)
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ãäå ãðå÷åñêèé èíäåêñ α ìàðêèðóåò òðè ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíà-
òû. Ôóíêöèß Õåâèñàéäà θ(ViP i) = θ(
√
g00P
0) óäàëßåò îäèí èç äâóõ
óêàçàííûõ êîðíåé (îòðèöàòåëüíûé). Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïåðâîãî
èíòåãðèðîâàíèß èíòåðåñóþùèå íàñ ìîìåíòû ïðèíèìàþò âèä:
N i = 2h−3
∫
d3P
√−g
P0
P i Θ(µ− cP0) , (8)
T ik = 2ch−3
∫
d3P
√−g
P0
P iP k Θ(µ− cP0) . (9)
Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèß ìû ïðîâåäåì â ëîêàëüíî-ëîðåíöåâîé ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ïðèíèìàþòñß
ðàâíûìè èõ çíà÷åíèßì â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Ïîëüçîâàòåëþ
ðåêîìåíäóåòñß â êà÷åñòâå óïðàæíåíèß çàïèñàòü ïîëó÷åííûé íèæå
îòâåò â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Îáîçíà÷èâ ñèìâîëîì P 2 ïî-
ëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó P 2 = −PαP α è âûïîëíèâ èíòåãðèðîâàíèå
ïî òåëåñíîìó óãëó â ôîðìóëå (8), ïîëó÷èì
N i = 8piδi0 h
−3
∫ ∞
0
P 2dP Θ(µ− c
√
m2c2 + P 2) . (10)
Ðàâåíñòâî íóëþ àðãóìåíòà ôóíêöèè Θ(µ−c√m2c2+P 2) îïðåäåëßåò
ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå èìïóëüñà, òàê íàçûâàåìûé èìïóëüñ Ôåðìè
PF =
√
µ2
c2
−m2c2 , (11)
âûðàæåííûé ñ ïîìîùüþ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ. Áîëåå èíôîð-
ìàòèâíîé äëß ðàáîòû ñ èìïóëüñîì Ôåðìè ßâëßåòñß ôîðìóëà
PF =
(
3pi2~3n
) 1
3 , ~ =
h
2pi
, (12)
èìåþùàß ñëåäóþùåå ïðîèñõîæäåíèå. Ñîãëàñíî (10) ïëîòíîñòü ÷èñëà
ôåðìèîíîâ n(x) =
√
N iNi ïîëó÷àåòñß ïðßìûì èíòåãðèðîâàíèåì
n(x) = 8pih−3
∫ PF
0
P 2dP =
8pi
3h3
P 3F , (13)
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îòêóäà è ïîßâëßåòñß èçâåñòíàß ôóíêöèß (12).
Ïðè âû÷èñëåíèè êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (9) ñëåäó-
åò ïîìíèòü, ÷òî äëß ðàâíîâåñíîãî ãàçà Ôåðìè - ÷àñòèö òîëüêî äâå
âåëè÷èíû: ïëîòíîñòü ýíåðãèè W è äàâëåíèå P , - ßâëßþòñß çíà÷àùè-
ìè ôóíêöèßìè ïðè ðåêîíñòðóêöèè òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà
T ik = (W + P)V iV k − Pgik . (14)
Ýòè äâå èñêîìûå ôóíêöèè îïðåäåëßþòñß, ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìóëà-
ìè:
W =
8pic
h3
∫ PF
0
P 2dP
√
m2c2 + P 2 , (15)
P = 8pic
3h3
∫ PF
0
P 4dP√
m2c2 + P 2
. (16)
Èíòåãðàëû ñòàíäàðòíî âû÷èñëßþòñß ñ ïîìîùüþ çàìåíû Pmc → shξ4 è
äàþò ñëåäóþùèå îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèß (ïðîâåðèòü â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèß):
W=
pim4c5
h3
[
PF
mc
(
1+
2P 2F
m2c2
)√
1+
P 2F
m2c2
−ln
(
PF
mc
+
√
P 2F
m2c2
+1
)]
,
(17)
P=pim
4c5
h3
[
PF
mc
(
2P 2F
3m2c2
−1
)√
1+
P 2F
m2c2
+ln
(
PF
mc
+
√
P 2F
m2c2
+1
)]
.
(18)
Ñîãäàñíî ôîðìóëàì (17), (18) âñïîìîãàòåëüíàß ôóíêöèß h ≡ W+Pn ,
êîòîðàß, êàê è â êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå, ôîðìàëüíî ìîæåò
áûòü íàçâàíà óäåëüíîé ýíòàëüïèåé, èìååò âåñüìà ïðîñòîé âèä:
h ≡ W + P
n
=
8pic
3h3n
P 3F
√
m2c2 + P 2F = EF . (19)
Çäåñü ôîðìóëà
EF ≡ c
√
m2c2 + P 2F (20)
ââîäèò íîâóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ - ýíåðãèþ Ôåðìè.
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2.3 Óðàâíåíèå ñîñòîßíèß
2.3.1 Óðàâíåíèå ñîñòîßíèß ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîãî ãàçà ôåðìèî-
íîâ â îáùåðåëßòèâèñòñêîì ñëó÷àå
Äëß ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé âàæíî èìåòü â àðñåíàëå òåîðåòèêà ñëå-
äóþùåå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âñåõ ïîëó÷åííûõ ôîðìóë
(ïîëó÷èòü äàííûå ôîðìóëû â êà÷åñòâå óïðàæíåíèß):
n = n∗sh3
(
ξ
4
)
, (21)
W =
3
32
n∗mc2(shξ − ξ) , (22)
P = 1
32
n∗mc2
(
shξ − 8shξ
2
+ 3ξ
)
. (23)
Çäåñü ââåäåí âñïîìîãàòåëüíûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ξ è òàê íà-
çûâàåìàß êðèòè÷åñêàß ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö n∗, êîòîðàß ôèêñè-
ðóåòñß ñîîòíîøåíèåì
n∗ ≡ 8pim
3c3
3h3
. (24)
Ïëîòíîñòü n∗ ßâëßåòñß êðèòè÷åñêîé â òîì ñìûñëå, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùèé èìïóëüñ Ôåðìè ðàâåí PF = mc, à ñêîðîñòü Ôåðìè, ôîðìàëüíî
îïðåäåëåííàß êàê VF = PFm , ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà (íåîáõîäèìî ïîì-
íèòü, ÷òî ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå íå èìååò èíâàðèàíòíîãî ñìûñëà, à
òîëüêî óêàçûâàåò íà èçâåñòíóþ àíàëîãèþ). Ïðè òàêèõ îáîçíà÷åíèßõ
èìïóëüñ Ôåðìè è óäåëüíàß ýíòàëüïèß âûðîæäåííîãî ãàçà Ôåðìè-
÷àñòèö
PF = mc
( n
n∗
) 1
3
, (25)
h =
W + P
n
= mc2ch
ξ
4
= mc2
√
1 +
( n
n∗
) 2
3 (26)
âûðàæàþòñß ÷åðåç áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó nn∗ .
Ôîðìóëû (21), (22), (23) çàäàþò óðàâíåíèå ñîñòîßíèß ïîëíîñòüþ
âûðîæäåííîãî ãàçà Ôåðìè-÷àñòèö ñî ñïèíîì 12 â ïàðàìåòðè÷åñêîì
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âèäå, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè
n
∂W
∂n
= W + P . (27)
(ñì. âòîðóþ ÷àñòü ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèé). Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ñî-
îòíîøåíèå óäîáíî ïåðåïèñàòü â âèäå(
dW
dξ
)(
dn
dξ
)−1
= h . (28)
Òîãäà èç (21), (22) ïîëó÷èì
dn
dξ
=
3
4
n∗sh2
(
ξ
4
)
ch
(
ξ
4
)
=
3
16
n∗sh2
(
ξ
2
)
ch−1
(
ξ
4
)
, (29)
dW
dξ
=
3
32
n∗mc2(chξ − 1) = 3
16
n∗mc2sh2
(
ξ
2
)
. (30)
Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî (26)
h = mc2ch
(
ξ
4
)
, (31)
ñïðàâåäëèâîñòü (28) äîêàçàíà.
2.3.2 Óðàâíåíèå ñîñòîßíèß ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîãî íåðåëßòèâèñò-
ñêîãî ôåðìèîííîãî ãàçà
Â òåîðèè íåâûðîæäåííûõ ñèñòåì ãàç ñ÷èòàåòñß íåðåëßòèâèñòñêèì,
åñëè mc2 >> kBT , è óëüòðàðåëßòèâèñòñêèì, åñëè mc2 << kBT . Ïî-
ñêîëüêó â ìîäåëè ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîãî ãàçà ôåðìèîíîâ òåìïå-
ðàòóðà ñ÷èòàåòñß ðàâíîé íóëþ, ñëåäóåò ïåðåîïðåäåëèòü ïðåäåëüíûå
ïîíßòèß: íàçîâåì ãàç íåðåëßòèâèñòñêèì, åñëè PF << mc è óëüòðà-
ðåëßòèâèñòñêèì, åñëè PF >> mc.
Â íåðåëßòèâèñòñêîì ïðåäåëå ïàðàìåòð ξ ñëåäóåò ñ÷èòàòü ìàëûì
è ïðåäñòàâèòü ôóíêöèè (21), (22), (23) ñ ïîìîùüþ ãëàâíûõ ÷ëåíîâ
ðàçëîæåíèß
n =
n∗
64
ξ3
[
1 +
ξ2
32
+ ...
]
, (32)
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W =
n∗
64
mc2ξ3
(
1 +
ξ2
20
+ ...
)
, (33)
P = n
∗mc2
64
(
ξ5
80
)
. (34)
Òîãäà ñòàíîâèòñß î÷åâèäíûì, ÷òî âíóòðåííßß ýíåðãèß ãàçà
W − nmc2 = n
∗mc2
64
(
3ξ5
160
)
(35)
ïðîïîðöèîíàëüíà äàâëåíèþ ñ êîýôôèöèåíòîì 32 , ò.å.,
W − nmc2 = 3
2
P , (36)
êàê è äîëæíî áûòü äëß íåðåëßòèâèñòñêîãî ñëó÷àß. Êðîìå òîãî,
P =
(
mc2
5n∗
2
3
)
n
5
3 , (37)
ò.å., ìû èìååì äåëî ñ ïîëèòðîïíûì óðàâíåíèåì ñîñòîßíèß P = Knγ,
äëß êîòîðîãî ïîêàçàòåëü ïîëèòðîïû ðàâåí γ = 53 , à êîýôôèöèåíò K
îïðåäåëåí ôîðìóëîé
K =
mc2
5n∗
2
3
=
h2
20m
(
3
pi
) 2
3
. (38)
2.3.3 Óðàâíåíèå ñîñòîßíèß óëüòðàëßòèâèñòñêîãî ïîëíîñòüþ âûðîæ-
äåííîãî ôåðìèîííîãî ãàçà
Â óëüòðàðåëßòèâèñòñêîì ïðåäåëå ïàðàìåòð ξ ñëåäóåò ñ÷èòàòü ìíîãî
áîëüøèì åäèíèöû è ïåðåïèñàòü (21), (22), (23) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
n =
n∗
8
e
3
4ξ , (39)
W =
3n∗
64
mc2eξ , (40)
P = n
∗mc2
64
eξ =
1
3
W . (41)
11
Â äàííîì ïðåäåëå
P =
(
mc2
4n∗
1
3
)
n
4
3 , (42)
ò.å., ìû îïßòü èìååì äåëî ñ ïîëèòðîïíûì óðàâíåíèåì ñîñòîßíèß ñ
ïîêàçàòåëåì ïîëèòðîïû γ = 43 è êîýôôèöèåíòîì K, ðàâíûì
K =
mc2
4n∗
1
3
=
hñ
8
(
3
pi
) 1
3
. (43)
3 Ïðèìåðû ïðèëîæåíèé
3.1 Ñîîòíîøåíèå ìàññà-ðàäèóñ äëß áåëîãî êàðëèêà
Â êà÷åñòâå ñàìîñòîßòåëüíîé ðàáîòû ïîëüçîâàòåëþ ïðåäëàãàåòñß
èçó÷èòü òåîðèþ Ëåéíà-Ýìäåíà (ñì. Ãë. 11 Ðàçäåë 3 êíèãè [3]). Cî-
ãëàñíî ýòîé òåîðèè ñòðóêòóðó íüþòîíîâñêîé çâåçäû-ïîëèòðîïû, êî-
òîðàß îáðàçîâàíà íåðåëßòèâèñòñêèìè íóêëîíàìè ñ ìàññîé mn è ïîä-
äåðæèâàåòñß â ðàâíîâåñèè äàâëåíèåì ãàçà ýëåêòðîíîâ ñ ïîêàçàòåëåì
ïîëèòðîïû γ, - îïèñûâàåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
1
z2
d
dz
(
z2
dY
dz
)
+ Y
1
γ−1 = 0 , Y (0) = 1 , Y ′(0) = 0 . (44)
Çäåñü ââåäåíû äâå áåçðàçìåðíûå ôóíêöèè. Âî-ïåðâûõ, ýòî áåçðàç-
ìåðíàß ðàäèàëüíàß ïåðåìåííàß z, îïðåäåëåííàß ïî ïðàâèëó
r = z
√
nγ−2(0)
Kγ
4piGµ2m2n (γ − 1)
. (45)
Âî-âòîðûõ, ýòî áåçðàçìåðíàß èñêîìàß ôóíêöèß Y (z) ââåäåííàß ïî
ïðàâèëó:
n(r) = n(0) Y
1
γ−1 → P(z) = K nγ(0) Y γγ−1 (z) . (46)
Â êîíòåêñòå íàøåé äèñêóññèè âåëè÷èíà n(r) çàðåçåðâèðîâàíà äëß
îáîçíà÷åíèß ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ äàâëåíèå âíóò-
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ðè çâåçäû, à ïîòîìó äëß ðàñïîçíàâàíèß ïëîòíîñòè íóêëîíîâ, ñîçäà-
þùèõ òßãîòåíèå, ââåäåí ìíîæèòåëü µ, êîòîðûé ïîêàçûâàåò ñêîëüêî
íóêëîíîâ ïðèõîäèòñß íà îäèí ýëåêòðîí.
Åñëè ñèìâîëîì z∗ îáîçíà÷èòü áëèæàéøèé ê íóëþ êîðåíü óðàâíå-
íèß Y (z∗) = 0 è èìåòü â âèäó, ÷òî P(z∗) = 0, òî ñòàíîâèòñß î÷åâèä-
íûì, ÷òî ðàäèóñ çâåçäû R îïðåäåëßåòñß ñîîòíîøåíèåì R = r(z∗) è
ðàâåí âåëè÷èíå
R = z∗ n
γ−2
2 (0)
√
Kγ
4piGm2nµ
2 (γ − 1) . (47)
Ìàññà çâåçäû
M = 4pimnµ
∫ R
0
r2n(r)dr (48)
ðàññ÷èòûâàåòñß â òåîðèè Ëåéíà-Ýìäåíà âåñüìà ýëåãàíòíî (ïðîâå-
ðèòü â êà÷åñòâå óïðàæíåíèß, ñì. [3])
M =
4pi
m2nµ
2 [n(0)]
3γ−4
2
[
Kγ
4piG(γ − 1)
] 3
2
z∗2 |Y ′(z∗)| . (49)
Öåíòðàëüíàß ïëîòíîñòü ÷èñëà ýëåêòðîíîâ n(0) - ýòî ñâîáîäíûé ïàðà-
ìåòð ìîäåëèðîâàíèß çâåçäíûõ ñòðóêòóð, è åñëè åãî èçâëå÷ü èç (47)
è ïîäñòàâèòü â (49), òî ïîëó÷èì çíàìåíèòîå ñîîòíîøåíèå "ìàññà-
ðàäèóñ"äëß çâåçä ýòîãî êëàññà:
M = 4pi(mnµ)
γ
γ−2 R
3γ−4
γ−2
[
Kγ
4piG(γ − 1)
] 1
2−γ
z∗
γ
2−γ |Y ′(z∗)| . (50)
Åñëè ïàðàìåòðû íüþòîíîâñêîé çâåçäû-ïîëèòðîïû K è γ îïðåäåëå-
íû, ôîðìóëà (50) íà÷èíàåò ðàáîòàòü âî âñþ ñâîþ ýâðèñòè÷åñêóþ
ìîùü.
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3.2 Íüþòîíîâñêèå ïîëèòðîïû, óäåðæèâàåìûå â ðàâíîâå-
ñèè äàâëåíèåì ãàçà ïîëíîñòüþ âûðîæäåííûõ íåðåëß-
òèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ (áåëûå êàðëèêè)
Äëß íåðåëßòèâèñòñêîãî ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîãî ãàçà ýëåêòðîíîâ
γ = 53 ,K =
h2
20me
( 3
pi
) 2
3 . Ðàñ÷åò çíà÷åíèé z∗ è |Y ′(z∗)| ïóòåì ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèß óðàâíåíèß (44) äëß γ = 53 äàåò
z∗ ' 3.65 , z2∗ |Y ′(z∗)| ' 2.7 . (51)
Òîãäà ðàäèóñ è ìàññà áåëîãî êàðëèêà (èìåííî òàê ïðèíßòî íàçûâàòü
çâåçäû ýòîãî òèïà) çàïèñûâàþòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì:
RWD = 3.65 n
− 16 (0)
h
mnµ
(
3
pi
) 1
3
√
1
32piGme
, (52)
MWD =
32.4
m2nµ
2 [n(0)]
1
2 h3
[
1
32piGme
] 3
2
. (53)
Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèß ïîëüçîâàòåëþ ïðåäëàãàåòñß îöåíèòü ÷èñ-
ëåííûå çíà÷åíèß ðàäèóñà è ìàññû íåðåëßòèâèñòñêèõ áåëûõ êàðëè-
êîâ êàê ôóíêöèè áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà n(0)n∗ .
3.3 Íüþòîíîâñêèå ïîëèòðîïû, óäåðæèâàåìûå â ðàâíîâå-
ñèè äàâëåíèåì ãàçà óëüòðàðåëßòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ.
Ðàñ÷åò ïðåäåëüíîé ìàññû ×àíäðàñåêàðà
Íàïîìíèì, ÷òî òåîðèß Ëåéíà-Ýìäåíà ïîñòðîåíà äëß íåðåëßòèâèñò-
ñêèõ íóêëîíîâ, ñîçäàþùèõ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå çâåçäû, íî ãàçó ïîë-
íîñòüþ âûðîæäåííûõ ýëåêòðîíîâ íå çàïðåùåíî, âîîáùå ãîâîðß, ñòà-
íîâèòüñß óëüòðàðåëßòèâèñòñêèì. Äëß óëüòðàðåëßòèâèñòñêîãî ïîë-
íîñòüþ âûðîæäåííîãî ãàçà ýëåêòðîíîâ γ = 43 , K =
hñ
8
( 3
pi
)1
3 . Ðàñ÷åò
çíà÷åíèé z∗ è |Y ′(z∗)| äëß γ = 43 äàåò
z∗ ' 6.9 , z2∗ |Y ′(z∗)| ' 2 . (54)
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Ìàññà è ðàäèóñ òàêîé çâåçäû çàïèñûâàþòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì:
RÑ =
6.9
mnµ
n−
1
3 (0)
(
3
pi
) 1
6
√
hñ
8piG
, (55)
MÑ =
√
3pi
m2nµ
2
(
hñ
2piG
) 3
2
. (56)
Ìàññà çâåçäû äàííîãî òèïà íå çàâèñèò îò öåíòðàëüíîé ïëîòíîñòè,
ïîýòîìó ñëó÷àé ñ γ = 43 íàçûâàþò êðèòè÷åñêèì. Ïî ñâîåìó ôèçè-
÷åñêîìó ñìûñëó MC - ýòî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ìàññû óñòîé÷èâîé
íüþòîíîâñêîé ïîëèòðîïû, â êîòîðîé òßãîòåíèå óðàâíîâåøåíî äàâ-
ëåíèåì óëüòðàðåëßòèâèñòñêîãî ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîãî ýëåêòðîí-
íîãî ãàçà. Ýòî òàê íàçûâàåìûé ïðåäåë ×àíäðàñåêàðà. Ïîëüçîâàòåëþ
ïðåäëàãàåòñß â êà÷åñòâå óïðàæíåíèß íàéòè ÷èñëåíîå çíà÷åíèå ïðå-
äåëüíîé ìàññû (MC ' 1.2MSun), îïðåäåëèòü, êàêîå çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà µ áûëî èñïîëüçîâàíî ïðè íàõîæäåíèè ïðåäåëà ×àíäðàñåêàðà
è âûßñíèòü êàêîå îòíîøåíèå äàííîå çíà÷åíèå µ èìååò ê óñòîé÷èâîìó
ýëåìåíòó 26Fe56 èç ïåðèîäè÷åêîé ñèñòåìû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.
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